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单变量微积分笔记7——曲线构图

 　　曲线构图的目标是根据f’(x)和f’’ (x)画出原函数f(x)的图像。

　　原函数：f(x) = 3x-x3

　　f’(x) = 3-3x2

　　f’’(x) = -6x

函数的凹凸性
　　前提是：设f(x)在[a,b]上连续，在(a,b)内具有一阶和二阶导数。

　　如果函数f’(x) > 0，则f(x)在(a,b)内是递增的；如果f’(x) < 0，则

f(x)在(a,b)内是递减的。这很好理解，f’(x)是f(x)在x点切线的斜率，只有

函数递增时，切线的斜率才能大于0。

　　如果f’’(x) > 0，则f’递增；如果f’’(x) < 0，则f’递减。这相当

于上一条结论的扩展，因为f’’是f’的导函数。

　　凹凸性：

　　（1）若在(a,b)内f’’(x) < 0，则f(x)在(a,b)上的图形是凹的，f’递

减，即f的切线斜率递减；

　　（2）若在(a,b)内f’’(x) > 0，则f(x)在(a,b)上的图形是凸的，f’递

增，即f的切线斜率递增。

　　上图中y=ex的二阶导数y’’=ex > 0，y=ex是凸的；y=lnx的二阶导

数y’’=-1/x2<0，y=lnx是凹的。

　　奇怪的是，国内外的教材对凸凹的定义是不一样的。同济大学的教材

中，f’’大于0，函数为凹，f’’小于0，函数为凸，跟上面的定义正好相

反。在一些微积分教材中，有将凸称为上凸，凹成为下凸；还有反着叫

的……越来越乱了。
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极值点和驻点
　　原函数f(x) = 3x-x3

　　f’(x) = 3 - 3x2 = 3(1-x2)

　　

　　由此可以画出f(x)的简图：

　　(-1, -2)和(1, 2)是两个重要的点，经过这两个点后，f’的符号改变，f

的递增递减发生变化，在这两个点上，f’(x)=0，这两个点称为函数的极值

点。需要注意的是，极值点不是最值点，仅仅决定了导数的符号改变。

　　当f’(x0) = 0时，称x0为驻点，f(x0)为驻点值。原函数f(x)=3x-x3有

±1两个驻点，对应的驻点值为±2。显然，极值点一定是驻点，但驻点不一

定是极值点，因为驻点两侧的导数符号可能相同。如下图所示，y=x3的驻

点x0=0，驻点两侧的导数符号相同，函数的增减性未发生变化：
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拐点
　　此时，我们已经得到原函数f(x)=3x-x3的两个极值点(1,2)(-1,-2)，再将

x=0代入，得到第三个点(0,0)。

　　由于极值点确定了函数增减的改变，又知道f(x)=3x-x3是一个曲线，所

以经过极值点的一定是一段弧线，f(x)的简图：

　　

　　由此可知f’’(x0)=0是原曲线的凹凸分界点，称x0为f(x)的拐点。

　　有了拐点信息后就可以知道曲线凹凸性，即切线的变化率。

无限远端
　　还有一点无法在有限的二维平面内展现，就是曲线的无限远端，但这并

不妨碍我们对其探索。

　　由此可知曲线的两端向±∞方向无限延伸。

　　可以根据上述信息构图：
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双曲函数构图
　　下面是如何对双曲线f(x) = (x+1)/(x+2)构图。

　　双曲线函数有点特性了，在x=-2处没有定义，所以该函数是在x=-2处

断开的。可以得到下面四个极限：

 

　　根据上面的极限可确定曲线的四个端点，它们都是无限远端，可以画出

如下草图：
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　　有点丑陋了，这不是我画的最漂亮的图。

　　接下来补充中间缺失的部分，如何确定中间是平滑的？会不会出现波浪

形？这些信息需要由驻点确定。

　　f’(x)=1/(x+2)2, x≠-2

　　由于f’(x) > 0，所有f(x)在-2的两侧都是递增的；由于f’(x) ≠0，所

以f’(x)没有驻点，函数在-2的两侧的增减性不会发生改变。

　　f’’(x) = -2/(x+2)3, x≠-2

　　f’’(x) > 0,  -∞ < x < -2, 函数是凸的

　　f’’(x) < 0,  -2 < x < +∞, 函数是凹的

　　f’’(x) ≠ 0, 函数没有拐点

　　二阶导数确定了曲线的弧度方向。

　　至此可以构图：

构图的一般步骤
　　构图的一般步骤：

1. 描点，找出函数中奇点，即函数未定义的点

2. 标出无限远端

3. 标出驻点，即f’(x)=0的点；判断f’(x)在每个驻点或不连续点为端点

的区间内的符号，由此判断函数的递增和递减性

4. 观察二阶导数f’’的正负性，以便判断f(x)的凹凸，f’’(x)=0是拐

点

5. 组合1~4构图

示例
　　f(x) = x/lnx

　　按照上节的步骤构图。

　　1.找出奇点

　　当x=1是，lnx=0，f(x)无意义，奇点是x=1；由于使用了对数lnx，隐

含的条件是x>0，所以可以得到下面两个极限：
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　　此外，还可以知道f(0) = 0

　　2.标出无限远端

　　由于x的定义域是(0, +∞)且x≠1，所以x只能从正向趋近于0；由于lnx是

x的高阶无穷小，所以第二个极限是+∞。目前的草图：

　　几乎可以断定剩余的部分的样子。

　　3.找出驻点，判断函数的递增和递减

　　f’(x) = 0，则x=e，f(e) = e/lne = e，仅有一个驻点

　　f’(x) < 0,  0 < x<1, 1< x < e，函数递减；

　　f’(x) > 0,  e < x，函数递增

　　代入一些简单值作为修饰后就可以作图了，可以省略求二阶导数，图像

不会差太多。本例还是继续计算二阶导数。

　　4.观察二阶导数f’’的正负性，以便判断f(x)的凹凸

　　f’’(x) < 0, 0 < x <1, 函数是凹的

　　f’’(x) > 0, 1 < x < e2, 函数是凸的
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　　f’’(x) < 0, e2 < x, 函数是凹的

　　f’’(x) = 0, x = e2, 拐点是e2

　　至此，可以构图了：

构图结果

真实图像

总结
1. 若在(a,b)内f’’(x) < 0，则f(x)在(a,b)上的图形是凹的，f’递减

2. 若在(a,b)内f’’(x) > 0，则f(x)在(a,b)上的图形是凸的，f’递增

3. 极值点，经过极值点后f’(x)的符号改变

4. 驻点f’(x0)=0，x0是驻点，f(x0)是驻点值

5. 拐点，经过拐点后，函数的凹凸性发生改变

6. 利用构图的一般步骤为双曲线构图
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· .Net Core 中无处不在的 Async/Await 是如何提升性能的？

· 分布式系统改造方案 —— 老旧系统改造篇


最新新闻：

· 乔布斯的创业搭档：他缺乏工程师才能，不得不锻炼营销能力来弥补

· 美国大厂码农薪资曝光：年薪18万美元，够养家，不够买海景房

· 两张照片就能转视频！Google提出FLIM帧插值模型

· Android 再推 “杀手级” 功能，可回收 60% 存储空间

· 溺在理财暴雷潮的投资人 ：本金63万，月兑25元不够卖菜
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